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Einleitung. 


Das  Hauptproblem  der  konformen  Abbildung  ,ein  einfach  zu- 
sammenhängendes Fläcbenstfick  auf  die  Halbebene  oder  den  Einheits- 
kreis konform  abzubilden*  fQhrt  zu  analytischen  Schwierigkeiten. 
Dies  zeigt  die  Abbildung  der  Ellipse  nach  Schwarz,^)  der  Hyperbel 
nach  Lindemann,')  eines  geradlinigen  Polygons  nach  Christoffel,') 
eines  Kreisbogenpolygons  nach  Schwarz,*)  eines  von  Bögen  kon- 
fokaler Kegelschnitte  begrenzten  Flächenstückes  nach  Linde  mann.') 
Die  von  letzterem  gewonnenen  Resultate  beruhen  auf  einem  allge- 
meinen Ansätze,')  der  für  eine  gewisse  Klasse  von  Kurven  überhaupt 
ausreicht,  und  von  dem  auch  wir  im  folgenden  ausgehen. 

Aus  jeder  dieser  Abbildungen  können  durch  Transformation 
neue  Probleme  gelöst  werden,  aber  diese  Verallgemeinerungen  führen 
wegen  der  Unstetigkeiten,  die  durch  die  Brennpunkte  und  durch  die 
Doppelpunkte  der  Randkurve  herbeigeführt  werden,')  häufig  zu 
grösseren  Schwierigkeiten. 


M  H.  A.  Schwarz,  Gesammelte  Abhandlaogen,  Bd.  II,  pag.  102. 

F.  Lindemann,  Sitzungabericlite  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wisaenscb. 
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Wir  -  botVaähtec  inr  Folgenden  die  Kurve  der  ier  Ebene,  welche 
aus  einer  zirkulären  Kurve  dritter  Ordnung  der  t  Ebene  durch  die 
Transformation  t==  q)(e)  hervorgeht,  wenn  97  (e)  eine  ganze  Funk- 
tion Ordnung  ist.  Für  eine  solche  Kurve  dritter  Ordnung  ist 
von  Linde  mann  (a.  a.  0.)  der  allgemeine  Ansatz  gegeben,  und 
Goettler*)  hat  das  betreffende  Abbildungsproblem  vollkommen  durch- 
geführt. 


^)  J.  Qoettler,  Sitzungsberichte  der  k.  bayer.  Äkad.  d.  WiMenach. 
1900.  Bd.  80.  H.  2. 
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I.  Kapitel. 

Die  Gleichung  einer  zirkulären  Kurve  3.  Ordnung  der  u,  v  Ebene 
kann  geschrieben  werden  in  der  Form: 

2  (M»  +  v*)  (Äu  +  A'v)  +  2  u>  (B  +  C)  +  2  t»»(B  —  C)  +  4  M  t;  C 

Setzt  man  t  =  u     iv,  t^  —  u  —  tv,  a  =  ^  —  »•  A\ 
a^  =  A-\-i'A\  ß=2B,  y  =  C  —  iC\ 
y,  =  C  +  i  C,  (5  =  D  —  t  D',  <5i  =  D  +  i  D'  und 
e  =  E,  80  lautet  die  Gleichung  der  Kurve:*) 

Bilden  wir  nun  die  t  Ebene  auf  die  Ebene  e  =  x  -\-  i  y  ab  durch 
die  Transformation 

t  =  <p(^\  (2) 

wo  die  p  komplexe  Zahlen  sind,  so  geht  die  Kurve  (1)  der  t  Ebene 
in  eine  Kurve  von  der  Ordnung  3  n  über  mit  der  Gleichung 

9  (^)  •  <Pi  ("i)  •  (a  9>  (z)  +  a,  97,  (^,)  +  ß) y  <P*  («)  /o^. 
+        (^)  +  -5  9^  (-^)  +  ^  +  «  ==  0. 

Diese  Kurve  geht  offenbar  nmal  durch  jeden  imaginären  Kreis- 
pnukt,  wie  sofort  ersichtlich,  wenn  man  die  Gleichung  (3)  in  den 
Koordinaten  x  und  y  schreibt.  Die  Kurve  ist  also  ,,nfacb  zir- 
kulär". 


*)  Cfr.  Dr.  J.  Goettler,  Sitzungsbericbte  der  math.-phya.  Klaue  der 
k.  bayer.  Akad.  d.  Wiasensch.  1900,  Bd.  XXX,  pag.  166. 
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Die  übrigen  n  Schnittpunkte  der  Kurve  (3)  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  ergeben  sich ,  indem  man  aq>(e)  (p^  (z^)  -j-  ß 
durch  y**  dividiert  und  gleich  Null  setzt.    Man  erhält: 

°  (i    *T"^  °'  (  y  ~    ^  ^ 

(4a) 

y  1  — Ä 


.   1  -t-  «  ,      l"/     a,  . 

=  — ■  * '  i  i:  1  wenn  «  =  1/  —  ^  lat. 


Ist  Ka,  =  r-e''',  80  ist  ya  =  r-e~*'>';  ist  ferner  e*"  einer 
von  den  n  Werten  von  y — 1,  so  ist 


«   ^   ^ 


a;  

y  ~" 


=  cot  (<p  +  |) 


2cos(^  +  |) 


•2 »sin  (9?  + 


d.  h.  sämtliche  Werte  von  —  und  mithin  sämtliche  der  n  Schnitt- 

y 

punkte  der  Kurve  (3)  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  reell. 


Vermöge  der  Gleichung  (2)  geht  jeder  Punkt  der  t  Ebene  in 
n  Punkte  der  a  Ebene  über. 

Entsprechen  dem  Punkte  <  =  c  die  Punkte    =  a<  (t  =  1,  2  . . .  n) 
und  dem  Punkte  t  =  c'  die  Punkte  e  =  bi  (i  =  1,  2  . . .  w),  so  kann 
im  allgemeinen  kein       mit  einem  a,-  zusammenfallen;  denn  wäre 
ük  =  ifci  so  wäre 
<p(ak)  =  c 

und  (p  (Ok)  =  c';  durch  Subtraktion 
ergibt  sich  c  =  c'  d.  h.  die  Bilder  von   zwei  verschiedenen 
Punkten  t  können  sich  nicht  decken. 

Damit  ist  auch  bewiesen,  dass  dem  eventuellen  Doppelpunkt 
der  Kurve  (1)  n  Doppelpunkte  der  Kurve  (3)  entsprechen. 


Sind  z  —  qi  (i  =  1,  2,  3  . . .,  w — 1)  die  Wurzeln  der  Gleichung 
q)'  {e)  =  0,  so  sind  bekanntlich  die  Punkte  t  —  Ci  =  fp  die  (n — 1) 
Windungspunkte  der  n  blättrigen  t  Ebene.  Im  allgemeinen  wird  die 
Kurve  (1)  weder  durch  einen  Windungspunkt  hindurchgehen,  noch 
auch  wird  einer  der  Brennpunkte  dieser  Kurve  mit  einem  Windungs- 
punkt zusammenfallen. 

Tritt  einer  dieser  Falle  ein,  so  ist  folgendes  zu  bemerken: 

1.  Geht  die  Kurve  (1)  durch  einen  Windungspunkt  {t  =  c.)  hin- 
durch, so  fallen  von  den  n  ihm  entsprechenden  Punkten  e  der  Kurve 
(3)  zwei  mit  dem  Punkt  e  —  zusammen,  und  unsere  Kurve  (3) 
hat  in  xr  =  j,  einen  reellen  Doppelpunkt.  Dieser  Fall  kann  höch- 
stens (n— 1)  mal  eintreten. 

2.  Ist  t  =  c  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  (1)  und  zugleich  ein 
Windungspunkt  der  ^  Ebene,  so  entsprechen  ihm  in  der  Ebene 
(n — 2)  Doppelpunkte  der  Kurve  (3)  und  ein  Punkt  =  g,  in  wel- 
chem zwei  Doppelpunkte  der  Kurve  (3)  sich  vereinigen.  Da  die 
Kurve  (1)  höchstens  I  Doppelpunkt  enthalten  kann,  so  kann  dieser 
Fall  höchstens  1  mal  eintreten. 

3.  Ist  ein  Punkt  t  =  d  ein  Brennpunkt  der  Kurve  (1)  und 
zugleich  ein  Windungspunkt  der  t  Ebene,  so  gibt  die  Gleichung 
q}  (xr)  =  c,  (n  —  2)  Brennpunkte  der  Kurve  (3)  und  dazu  den  dop- 
pelten Brennpunkt  z  —  q{.  Da  die  Kurve  (1)  höchstens  4  reelle 
Brennpunkte  besitzt,  so  kann  dieser  Fall  höchstens  4  mal  eintreten. 

Hier  ist  indes  folgende  nähere  Erläuterung  nötig  : 
Ein  doppelter  Brennpunkt  einer  Kurve  f  {z,  z^)  =  0  gibt  im 
allgemeinen  einen  Doppelpunkt  dieser  Kurve.    Wenn  dagegen  die 

Gleichungen  f  =  0  und  -r-^  =  0  zwei  unendlich  nahe  Wurzeln  ge- 

meinsam  haben,  oder  geometrisch:  wenn  die  beiden  (reellen  oder 

A  f 

imaginären)  Kurven  /"  =  0  und  j~-  =  0  sich  berühren,  so  fallen  in 

o  ^1 

diesen  Berührungspunkt  zwei  Brennpunkte  hinein,  ohne  zu  einem 
Doppelpunkt  von  f=0  Veranlassung  zu  geben. 

In  unserem  Fall  ist  /"  =  0  die  Gleichung  (3)  und       =  0  die 

Gleichung 

[2a,.9>(^).9),(^j)4-a.<p»(^)+/?.<p(;j)+2yj.9J,(ir,)+dJ.9,l(^,)  =  0.  (5) 
Berechnet  man  aus  /"  =  0  und  ebenso  aus  der  Gleichung  (5) 
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den  Wert  für  -j^,  so  ergibt  sich  beidemale  -~  =  0  für  £r  =  g, 

d.h.  z  —  q  ist  im  genannten  Falle  ein  doppelter  Brennpunkt  der 
Kurve  (3). 

Eine  Kurve  von  der  Klasse  v,  welche  £mal  durch  jeden  der 
beiden  imaginären  Kreispunkte  J  und  J'  hindurch  geht,  hesitzt 
(v — 2e)  reelle  einfache  Brennpunkte,  während  die  £  Tangenten  an 
die  Kurve  im  Punkt  J  mit  den  konjugierten  Tangenten  in  Punkt  J' 
e  doppelte  reelle  Brennpunkte^)  liefern. 

Unsere  Kurve  (3)  ist  von  der  Ordnung  3n  und  besitzt  zwei 

n  fache  Punkte.   Da  ein  k  facher  Punkt  einer  Kurve  r  Doppel- 
te 

punkten  äquivalent  ist,  so  ist  die  Klasse  v  der  Kurve  (3) 

V  =  3  n  (3  n  —  1)  —  2  n  (n  —  1)  ==  7  n»  —  n. 

Die  Zahl  der  doppelten  Brennpunkte,  welche  die  Tangenten 
der  Kurve  in  J  und  J'  liefern,  ist  n,  so  dass  die  Zahl  der  weiteren 
reellen  Brennpunkte  der  Kurve  (3) 

r  —  2w  =  7n»  —  3n  ist. 

Ist  die  Gleichung  der  Kurve  f  (z,  z^  =  0,  so  ist  bekanntlich 
die  Gleichung  der  ersten  Polare  des  Punktes 

X  df 

J(x  —  y  =  cD,  -  =  i)    ~-  =  0. 

y 


Für  die  Kurve  (3)  ist 
5  a, .  9?  (z) 

+  2  y,  •  9?,  (i?,)  +  <5,]  •  <p'i  (^,) 


Setzt  man 

M  =  [2a,-<p{z)-  <p,  (z,)  +a-<p^z)-\-ß<p{z)-\-2Y,-<p,  (z,)  +  «5J, 

so  ergeben  sich  die  Brennpunkte  als  die  3  n  (3  n  —  1)  Werte  für  e 
aus  den  beiden  Gleichungen 

/■  =  0  und  M-  <p'i  (^,)  =  0. 

I.  f=0  und  <pi  {z^)  =  0  geben  durch  Elimination  von  #j  eine 
Gleichung  in  z  vom  Grade  3  n  (n  —  1)  d.  h.  wir  erhalten  3  n  (n  —  1) 
einfache  Brennpunkte. 


^)  Cfr.  Salmon-Fiedler,  H&here  ebene  Earven,  II.  Aofl.,  pag.  153. 


n.  /■  =  0  und  Jlf  =  0  geben  durch  Elimination  von  9?^  {g^) 
fQr  <p  (jg)  eine  Gleichung  vom  Grade  4,  nämlich 

,(ß*^2ad,-ia,d-AYYi)  +  <Pi')  (7) 
.  (2 /5  <},  -  4     e  -  4    <})  +  (<)?  -  4    £)  =  0. 

Diese  Gleichung  i2  (<r)  =  0  gibt  4  n  Brennpunkte  der  Kurve  (3). 
Jeder  von  diesen  4  n  Brennpunkten  zählt  aber  n  fach,  wie  wir  so- 
gleich zeigen  werden. 

Ist  X  =  a,  y  =  h  ein  reeller  Punkt  der  e  Ebene  und  ist 
c  =  a  +  ti,  c,  ==  a  —  6i,  so  ist  die  Gleichung  der  imaginären  Ver- 
bindungsgeraden des  Punktes  c  mit  dem  imaginären  Ereispunkt 

J      =  -|-  » j  X  —  t  y  =  o  —  hi  oder     =  c,. 

Sucht  man  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  (3), 
80  fallen  von  den  3  n  Schnittpunkten  n  Schnittpunkte  in  den  Punkt  J 
selbst  hinein,  während  man  die  übrigen  2  n  Schnittpunkte  durch 
Auf  losung  der  Gleichung  f  {z^  c^)  =  0  nach  z  erhält. 

Man  erhält 

„  i.\  _  -('■■■y!w+<?-y,(c,)+^)±y«rf^  ,o^ 
 2-(a-,',(c.)+rt  ' 

wobei  22j  (Cj)  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7)  bedeutet,  wenn  -f-  i 
mit  — »  vertauscht  wird  und     ~  c,  gesetzt  ist. 

Die  Gleichung  (8)  liefert  2  n  Werte  für  e.  Ist  aber  Ji,  (c,)  =  0, 
so  fallen  beide  Werte  fQr  <p  {0)  zusammen  und  die  Gleichung  (8) 
liefert  n  Doppelwurzeln  für  s. 

Die  4  n  Wurzeln  der  Gleichung  R^  (cj  =  0  oder  JJ  (c)  =  0 
sind  aber  nichts  anderes  als  die  4  n  Brennpunkte  der  Kurve  (3),  wie 
am  Anfang  von  II.  dargelegt  wurde,  d.  h.  ,jede  Gerade,  welche  den 
imaginären  Kreispunkt  J  mit  einem  der  in  II.  definierten  Brennpunkte 
der  Kurve  (3)  verbindet,  berührt  diese  Kurve  nmal.  Folglich  ist 
jeder  Schnittpunkt  einer  solchen  n  fachen  Tangente  von  J  aus  mit 

der  konjugierten  Tangente  von  (~  ~  —  *)  geometri- 
schen Definition  ^)  eines  Brennpunktes  ein  n  facher  Brennpunkt  der 
Kurve  (3). 


Cfr.  Salmon-Fiedler,  1.  c,  pag.  161. 
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Die  3 «  (w  —  1)  in  I.  gefundenen  Brennpunkte  zusammen  mit 
den  4  w  « fachen  Brennpunkten,  die  in  II.  definirt  sind,  geben 
3n  (w  —  1)  -|-  4n»  ==  (7  w»  —  3n)  Brennpunkte,  d.  i.  der  Theorie 
entsprechend  v  —  2  n  Brennpunkte.^) 

Wir  haben  also  folgende  Resultate: 

1.  Die  Kurve  3  n**'  Ordnung  (3)  hat  in  jedem  imaginären  Kreis- 
punkt einen  n  fachen  Punkt. 

2.  Ist  die  Originalkurve  (1)  vom  Geschlecht  1  und  geht  sie 
durch  o  Windungspunkte  (o  =  0,  1,  2  ....  n  —  1)  einfach  hindurch, 
während  r  Windungspunkte  in  Brennpunkten  dieser  Kurve  liegen 
(t  =  0,  1,  2,  3,  4),  wobei  o  +  r  höchstens  gleich  (n  —  1)  ist,  so 
hat  die  transformierte  Kurve  a  Doppelpunkte,  r  andere  zweifache 
Brennpunkte  und  4  n  —  2  t  einfache  Brennpunkte. 

3.  Ist  die  Originalkurve  (1)  vom  Geschlecht  0  und  liegt  ihr 
Doppelkpunkt  nicht  in  einem  Windungspunkt,  so  hat  die  trans- 
formierte Kurve  o  -f-  n  Doppelpunkte,  t  andere  zweifache  Brennpunkte 
und  2  n  —  2  t  einfache  Brennpunkte;  hierbei  ist  o  =  0, 1,  2  ...  w  —  1, 
T  =  0,  1,  2,  während  a  -\-x  höchstens  gleich  n  —  1  ist. 

4.  Ist  die  Kurve  (1)  vom  Geschlecht  0,  und  liegt  ihr  Doppel- 
punkt in  einem  Windungspunkt,  so  hat  die  transformierte  Kurve 
n  4"  o — 2  gewöhnliche  Doppelpunkte,  während  in  einem  Punkt 
z  =  q  noch  zwei  Doppelpunkte  zusammenfallen;  die  Zahl  der  doppelt 
zählenden  Brennpunkte  ist  t,  die  der  einfachen  2  n  —  2  t;  hierbei  ist 

0  =  0,  1,  2  «  —  2 

T  =  0, 1,  2,  während 

o  -j-  T  höchstens  gleich  n  —  2  ist. 


HolzmOller  bebandelt  in  seinem  Buche:  .Einführung  in  die 
Theorie  der  isagonalen  Verwandtschaften"  in  Kap.  10,  pag.  193  die 
Transformation  t  =  <p  (e)  und  nennt  die  Kurven  der  Ji  Ebene, 
welche  einer  Geraden  der  t  Ebene  entsprechen,  irreguläre  Hyperbeln 
w**'  Ordnung,  ferner  die  Kurven  der  0  Ebene,  welche  einem  Kreis 
der  t  Ebene  entsprechen,  irreguläre  Lemniskaten  2  n^'  Ordnung.  Ist 


Hat  die  Karre  (1)  einen  Doppelpunkt  oder  geht  sie  durch  mehrere 
WindungRpunkte  der  t  Ebene  hindurch,  so  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  die 
Modifikationen  obiger  Resultate. 


q{g)  =  (0  —  g)",  80  spricht  Holzmüller  von  fejgulären  Hyperbeln, 
bezw.  Lemniskaten. 

Analog  können  wir  die  Earve  (3)  eine  irreguläre,  bezw.  regu- 
läre nfach  zirkuläre  Kurve  Sn^'  Ordnung  nennen. 

Bemerkung:  Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  die  Gleichung 
q)'  (z)  —  0  nnr  einfache  Wurzeln  besitze,  d.  h.  wir  haben  mehrfache  Windangs- 
pankte  der  t  Ebene  aasgeschlossen.  Hat  q>'  (e)  =  0  eine  oder  mehrere  mehr- 
fache Wurzeln,  so  sind  die  entsprechenden  Modifikationen  obiger  Resultate 
leicht  zu  sehen. 


II.  Kapitel. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  ein  von  der  betrachteten  Kurve 
3  n^'  Ordnung  (3)  begrenztes,  einfach  zusammenhängendes  Flächen- 
stück der  JB  Ebene  auf  die  positive  Halbebene  der  komplexen  Ebene 
Z=  X  -\-  i  T  conform  abzubilden. 


Ist  f  (ä,  xTj)  =  0  die  Gleichung  (3)  der  Kurve,  so  folgt  hieraus 

(9) 


df  dz_  

dz'dZ~     dz^' dZ 


Nun  ist  aber  nach  (6) 
df 

^  =  [2     •  <p  (^)  •  9?,  ie^)  +  a  •  <p^{e) 

Löst  man  die  Gleichung  (3)  der  Kurve  nach  (p^  (^^)  auf,  so 
ergibt  sich  nach  (8) 

-(a-y»(^)  +  /g'y(ir)  +  <3.)±y7^ 

wobei  nach  (7) 

R(e)  =  a*'(p*(je)-\-<p*{jB)'i2aß  —  Aa^Y)-\-(p*{z) 
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Setzt  man  für  (p^  (jpJ  den  erhaltenen  Wert  in  Gleichung  (8) 
ein,  80  ergibt  sich 

wenn  <p{  ~        ^^'^  gesetzt  wird. 
(^z^ 

Setzt  man  e'  =        ei  =       and  o?'  =  ^^(fl  y^^^j  bemerkt 

dZ  de 

df 

man,  dass  sich  der  Wert  von  —  aus  Gleichung  (6)  ergibt,  wenn 

man  dort  +t  mit  — i  vertauscht,  so  ergibt  Gleichung  (9)  das 
Resultat: 

(10a) 

Logarithmiert  und  differentiert  man  (9)  nach  Z,  so  ergibt  sich 
^  +  Ä(log,'')-i-^Oogü) 

(10b) 

=  |  +  Ä('''8''i>-i-Ä"°«^'>- 

Setzt  man  noch 

F{z,  ^  =  7  +  ^  (log  <P')-\-Jz  ('og 

so  hat  diese  Funktion  F  {js,  Z)  die  wichtige  Eigenschaft,  dass  sie 
sich  nicht  ändert,  wenn  + 1  mit  —  %  vertauscht  wird,  solange  Z 
eine  reelle  Zahl  ist. 

Ordnen  wir  jedem  Punkt  e  am  Rande  des  Flächenstfickes  einen 
Punkt  Z  der  reellen  Achse  zu,  so  haben  wir  das  Resultat,  dass  die 
Funktion  F  {z,  Z)  am  Rande  des  Flächenstückes  reell  ist. 

Es  sei 

(p' {z)  =  n  {e  —  q,)"*,  wo  v'^n— 1;  X;«.  =  «— 1- 
1=1 

Sind  ferner  t  =  o,  (i  =  1,  2,  3,  4)  die  Brennpunkte  der  Kurve  (1), 

so  ist 

Ä  {z)  ~  [(p  {z)  —  a J  •  \(p  {z)  —  a,]  .  {<p  {z)  -  o,]  •  [9^  {z)  —  aj. 
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Sind  die      alle  Ton  einander  verschieden,  so  setzen  wir 

Hat  dagegen  die  Kurve  (1)  einen  Doppelpunkt,  so  ist  a^  =  a^  —  a 
und  jede  Wurzel  der  Gleichung  <p{e)  —  a  =  0  ist  eine  Doppelwurzel 
der  Gleichung  ü(j?)  =  0;  in  diesem  Fall  setzen  wir 

n' 

(p{s)  —  a=  n{z  —  Qif*^  so  dass 
fei 


»=i  fei 


B  {.z)  —  n{z  —  Ä./'  •  n{z  -  gif'*  ist. 


Hiebei  ist  «'  ^  « ;  n"  ^  2  « ;  2Xi  =  2  n ;  2't,  =  n.  Die  Zeichen  = 
gelten,  wenn  alle  Zahlen  t,  =  1  oder  alle  A,-  =  1  sind. 

Die  Funktion  F      Z)  lässt  sich  in  folgender  Form  schreiben: 

F{z.Z)=^^^^ 

Z  0  —  Oi 

;       ,  ;  (IIb) 

Hiebei  ist  die  Summe  — r"  ^on  »=  1  bis  i  =  v'\  wo 

—  hi 

v"^4n  zu  nehmen,  wenn  die  Kurve  (1)  keinen  Doppelpunkt  hat, 
r<  •  z' 

während       - ■-  -  ■■  wegrällt.  Hat  dagegen  die  Kurve  (1)  einen  Doppel- 

punkt,  so  ist  ^  ^ZITji  »  =  1  bis  »  =  (ß'  ^  2  n)  und  ^  ^*—g- 
von  »  =  1  bis  »  =      (e"  <w)  zu  nehmen. 


Die  Pole  der  Funktion  F  {z,  Z)  sind,  wie  ersichtlich,  die  Punkte 
a  =  qiy  z  =  h{  und  z  =  gt. 

gl 

Der  Summand  —  kann  mit  Ausnahme  der  Punkte  z  =  gi, 
z 

g  =  hi,  e  =  qt  nicht  unendlich  werden.  Entspricht  nämlich  dem 
Punkte  z  =  a,  welcher  auf  dem  Rande  des  abzubildenden  Flächen- 
stückes liegt  und  kein  Brennpunkt  oder  singulärer  Punkt  der  Kurve 
ist,  der  Punkt  Z=  oo  eindeutig,  so  ist  an  dieser  Stelle  nach  den 
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Lehren  der  Funktionentbeorie  z  als  Funktion  Ton  Z  analytisch  dar- 
gestellt durch 

p(i)^i,+*..(i)+i.(iy+.... 

Hieraus  iat~  =  ~'P  d.  h.  y  =  0  für  Z  =  oo .  (12b) 

Die  Pole  der  Funktion  F  (e,  Z)  sind  jetzt  zu  untersuchen. 

I.  Liegt  ein  Punkt  e==qi^  welcher  nicht  mit  einem  Punkte 
ht  oder  gi  zusammenfallt,  im  Innern  des  betrachteten  Flächenstückes 
und  ist  die  komplexe  Zahl  Z=  At  sein  Bild,  so  haben  wir  in  der 
Nähe  dieser  Stelle  die  analytische  Darstellung 

B-qi=={Z-  J.)  -F{Z-  4.) .  (13a) 

Ist  P{Z-Ai)^Tc^-{-\'{Z-Ä,)-\-h^-{Z-Äiy^   

so  ist  jp'  =     +  2Äg  •  {Z  -  Ai)  +  Sk^  •  (Z—  Ai)*  -\- . .  . . 
und  0"  =  2k,  +  6jfe,  •  (Z—  Ai)  +  

Setzt  man  diese  Werte  für  jg,  e\  z"  in  Gleichung  (IIb)  ein 
und  bemerkt,  dass  der  Quotient  zweier  Potenzreihen  wieder  eine 
Potenzreihe  ist,  so  ergibt  sich,  dass  in  der  Nähe  des  Punktes  z  ~  qi 
oder  Z=Ai  die  Funktion  F  (z,  Z)  als  Funktion  von  Z  analytisch 
dargestellt  ist  durch 

F  {z,  Z)  =  +  P  (Z  -  Ad.  (13  b) 

II.  Liegt  ein  Punkt  z  =  ht  im  Innern  des  Flächenstückes  und 
ist  die  komplexe  Zahl  Z  ==^  Bt  dessen  Bild,  so  ist  folgendes  zu  be- 
merken : 

Ist  £r  =  hi  eine  X{  fache  Wurzel  der  Gleichung  (p  (z)  =  a<,  so 
ist  dieser  Punkt  eine  (A<  —  1)  fache  Wurzel  der  Gleichung  q)'  (z)  =  0, 
d.  h.  es  ist  qi  —  hi,  wenn  ^  >  1. 

Enthält  9?' (j?)  den  Faktor  (ir  —  g,)"' »  so  ist  folglich  x,=  a<  — 1. 


^)  P         bedeutet  in  (12  a)  und  (12  b)  natOrlicb  zwei  verscbiedene 


Potenzreihen. 


-is- 
la der  Nabe  des  Punktes  e  —  hi  haben  wir  die  Entwicklung 
g~hi  =  iZ—Bi)-P{Z—Bi),  (14a) 
Hieraus  ergibt  sich  nach  (IIb)  « 

F  (B,  Z)  =  ^^'^  .  -^-^  +  P(Z- B,). 
Da  aber     =  ^  —  1  ist,  so  folgt 

J'(^,Z)  =  ^^~^^+  (14b) 

Die  Gleichung  (14b)  verliert  für  >l<  =  1  ihre  Giltigkeit  nicht. 

III.  Liegt  ein  Punkt  e  =  Qi  im  Innern  des  Flächenstückes  und 
ist  die  komplexe  Zahl  Z  =  d  das  Bild  desselben,  so  ist  in  der  Nähe 
dieser  Stelle 

a~gt  =  iZ-Ct)'  P(Z-  C).  (I5a) 

Ist  ir  =  gf  eine  r^  fache  Wurzel  der  Gleichung  <p  (e)  —  a  =  0, 
so  ist  sie  eine  (t,-  —  1)  fache  Wurzel  der  Gleichung  <p'  (a)  =  0,  d.  h. 
es  ist  gi  =  g<  und    —  1  =       Folglich  ist  an  dieser  Stelle  nach  (IIb) 

F(,,Z)^''^^^-^P(Z-Q) 

Da  aber  x<  =  t<  —  1  ist,  so  folgt  hieraus 

F  (4r,  Z)  =  -\-P{Z-  Q.  (15b) 

Dies  Resultat  bleibt  besteben,  wenn  =  1,  d.  h.  wenn  gi  mit 
qi  nicht  zusammenfällt. 

lY.  Liegt  ein  Punkt  e  =  Qi,  welcher  nicht  mit  einem  Punkte 
gi  oder  hi  zusammenfällt,  am  Rande  des  Flächenstückes,  so  ist  dieser 
Punkt  nach  den  Erörterungen  im  Kapitel  I  notwendig  ein  mehr- 
facher Punkt  der  Kurve  (3). 

»* 

Da  9?'  {e)=  n  -{b  —  g^)"*,  so  ist  der  Punkt  <  =  c<,  der  dem 
i=\ 

Punkte  z  =  g,-  entspricht,  ein  x<  facher  Windungspunkt  der  t  Ebene. 
In  der  Nähe  des  Punktes  t  =  d  kann  die  Transformation  q)(ji)  =  \ 
ersetzt  werden  durch  t  —  c,  =  (^  —  ff*)"'^*  *  ^i 
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ist,  d.  h.  jeder  Winkel  der  z  Ebene,  dessen  Scheitel  der  Punkt  g  =  qi 
ist,  geht  in  den  (x«  -f~  ^)  f&chen  Winkel  der  t  Ebene  mit  dem  Scheitel 
t  =  Ci  über. 

Im  Punkte  t  =  d  hängen  (x<  -{-  1)  Blätter  der  Rie mann 'sehen 
Fläche  zusammen,  so  dass  zwei  Tangenten  der  Kurve  (1)^)  im  Punkte 
t  =  d  einen  Winkel  a<  •  n  bilden,  wobei  a<  =  1,  2,  3  . . .  •,  2  (xj  -f-  1) 
ist.    Hieraus  folgt,  dass  die  Tangenten  im  mehrfachen  Funkt  a  = 

der  Kurve  (3)  Winkel  bilden  von  der  Grösse  a<  •       ;.    Das  ab- 

zubildende  Flächenstück  hat  also  an  dieser  Stelle  nur  Winkel  von 

der  Grösse     •  — -rTi  ^^6°°     =  1,  2,  ,  2  (x<  -f  1). 

Soll  der  Winkel  a<  •  n  der  t  Ebene  in  einen  gestreckten  Winkel  . 
der  Z  Ebene  verwandelt  werden,  so  haben  wir,  wenn  die  reelle  Zahl 
Z  =  Di  das  Bild  des  Punktes  e  =  qt  oder  t  =  c,-  ist,  nach  dem 
Schwarz'schen  Satz*)  an  dieser  Stelle  die  Entwicklung 

<-c,==(Z— !>.)"••.  P(Z— Z>,).  (Ißa) 

Folglich  ist  an  dieser  Stelle  (p{b)  als  Funktion  von  Z  dar- 
gestellt durch 

q>  {z)  -Ci=^(Z-  DiT'  'P(Z-Dd-  (16  b) 

Da  B  iß)  =  i<p  (e)  —  oj  •  (9?  (z)  —  o,)  •  i<p  (z)  -  a,)  •  (9?  (z)  — 
ist,  so  ist  R(z)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  (Z — D,),  denn 
tti  ist  eine  ganze  Zahl. 

Differenziert  man  (16  b),  so  erhält  man 

<p'  (z)  'z'  =  iZ-  D,)"'"'  'P{Z-  DO, 
so  dass  ^  (log  9,')  +  ^  =  +  ^ 

Setzt  man  diese  Resultate  in  Gleichung  (IIa)  ein,  so  erhält 
man  in  der  Nähe  des  Punktes  z  =  qt  die  Darstellung 


')  Die  Kurve  (1)  ist  in  jedem  Blatt  g^ezeichnet  zu  denken,  und  eine 
Tangente  in  diesem  Pnnkt  ist  vom  Berährongspunkt  nach  beiden  Seiten  hin 
>u  rechnen. 

2)  H.  A.  Schwan  in  Crelle's  Jonmal,  Bd.  70,  pag.  119. 
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V.  Liegt  ein  Punkt  0  =  hi  &m  Rande  des  FläcbenstQckes  und 
ist  dieser  Punkt  eine  il^  fache  Wurzel  der  Gleichung  q>{jf)  =  cu^  wo 
t  —  Ut  dem  Punkt  0  =  entspricht,  so  ist  =  hi  eine  (A<  —  1)  fache 
Wurzel  der  Gleichung  97'(jer)  =  0,  d.h.  x<  =  i<  —  1.  Der  Winkel 
des  Flächenstockes  im  Punkt  0  =  ht  wird  also  in  den  (x,  +  1)  fachen 
Winkel  der  t  Ebene  durch  die  Transformation  q>  {0)  =  t  über- 
geführt. Da  indes  der  Punkt  t  =  at  ein  gewöhnlicher  Punkt  der 
Kurve  (1)  ist,  so  ist  der  Winkel  der  t  Ebene  in  diesem  Punkt  ßcJt, 
wo  /?<  =  1,  2,  3  2  •  (x,-  -j-  1)  ist.    Der  entsprechende  Winkel  der 

0  Ebene  ist     •  ^,  ^  =  1,  2,  3  2 

Ist  die  reelle  Zahl  Z  =  Ei  das  Bild  des  Punktes  0=^hi  (oder 
t  —  Ui),  80  haben  wir  in  der  Nähe  dieser  Stelle  die  Entwicklung 

t  —  ai  =  (Z-  E,f  .P{Z—  Ei).  (17a) 

Da  t  =  <p{0)  ist,  80  ist  auch 

<p  (0)  -üi^  (Z-  Eif  -PiZ-  Ei).  (17  b) 

Femer  ist 

E  (0)  =  {Z-  E,)"*  -PiZ-Ei) 

und 

tp'  (^) .  s'  ==  {Z—  Eif*-^ '  P  {Z—  Ei). 
Hieraus  ergibt  sich 

F  (0,  Z)  =  .  -^-^  +  P  (Z-  Ei).  (17c) 

VI.  Liegt  ein  Punkt  0  ~  Qi  am  Rande,  so  sei  die  reelle  Zahl 
Z  =  Fi  sein  Bild.  Es  ist  (;?  —  ^<)  ein  2  t<  facher  Faktor  von  R  {0) 
und  ein  (t,-  —  1)  facher  Faktor  von  9?'  {0)  d.  h.  =  t<  —  1.  Jeder 
Winkel  der  0  Ebene,  dessen  Scheitel  der  Punkt  0  =  Qi  ist,  wird  folg- 
lich in  der  <  Ebene  in  den  (x< -}-  1)  fachen  Winkel  übergeführt.  Ist 

der  Winkel  der  t  Ebene  im  Doppelpunkte  t—a  von  der  Grosse  y<  • 

n  31 

80  ist  der  entsprechende  Winkel  in  der  0  Ebene  y<  •  — t—t  =  y<  •  — 

X,  +  1  Xi 

mit  dem  Scheitel  0  —  gi. 

Um  den  Winkel  fi  •  n  der  t  Ebene  in  einen  gestreckten  Winkel 
der  Z  Ebene  mit  dem  Scheitel  Z  —  Fi  Oberzuführen,  haben  wir  in 
der  Nähe  dieser  Stelle  die  Entwicklung 

t  —  a  =  iZ-  FiY*  'P{Z—  Fi).  (18a) 

8 
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Durch  die  Transformation  <p  (0)  =  t  geht  unsere  Funktion 
F  (js,  Z)  über  in 

wo  R  {t)  =  {t  —  a)»  •  (t  —  a,)  •    —  a  J  ist. 

Hierbei  ist  t  =  a  der  Doppelpunkt  und  t  =  Og,  sind  die  ge- 
wöhnlichen Brennpunkte  der  Kurve  (1). 

Nun  ist  aber  an  dieser  Stelle 

und  deshalb  auch 

F{0,Z)^  +PiZ-  F,).  (18b) 

Vn.  Liegt  der  Punkt  =  00  im  Innern  des  FlächenstOckes 
und  ist  Z  =  O  sein  Bild,  so  haben  wir  an  dieser  Stelle  die  Ent- 
wicklung 

z  =  -^^P(Z-G).  (19a) 


Hieraus  ist 


und 

F(z,  Z)  = 

Da  aber       =  n  —  1  und  2'A,  -{-^2t<  =  4n  ist,  so  ergibt  sich 
^ ^)  =  +  P{Z-G).  (19b) 

Vni.  Der  Punkt  z  =  00  liege  v  mal  am  Rande  des  abzubilden- 
den Flächenstückes.  Infolge  der  Transformation  t  =  (e)  ist  der 
Punkt  t  =  CO  (dessen  Bild  0  =  co  ist)  ein  (n  —  1)  facher  Windungs- 
punkt der  t  Ebene.  Die  Winkel  im  Punkte  t  =  00  sind  aber  ganze 
Vielfache  von  n  also  ^<  •  jr ,  wo  ^<  =  1 ,  2,  3  . . . .  2  n ,  so  dass  der 


Cfr.  Dr.  J.  Qoettler  in  den  Sitzungsberichten  der  matb.-pbya.  Klasse 
der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiseensch.,  Bd.  XXX,  H.  II,  pag.  167. 
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-  Oif 

1 

(Z- 

1 

entsprechende  Winkel  des  Flächenstückes  der  e  Ebene  (3<  •  —  beträgt. 

w 

Dieser  Winkel  ist  derselbe,  den  die  entsprechenden  Asymptoten  im 
Endlichen,  mit  einander  bilden. 

Ist  Z  ~  Gi  Bas  Bild  des  Punktes      =  oo  mit  dem  Winkel 

7t 

di*— ,  so  haben  wir  nach  dem  Schvrarz'schen  Satz  die  Entwicklung 
*  =  •  P  iZ-  Gi)'  (20a) 

Hieraus  ist 

und 

Also  ergibt  sich 

und  folglich  auch  in  der  Nähe  dieser  Stelle 

F     Z)  =  +  P     -  G.).  (20  b) 

Das  abzubildende  FlächenstOck  habe  folgende  Eigenschaften: 

1.  Die  tn  Punkte  e  =  qi,  t  =  l,  2....W,  welche  nicht  mit 
einem  Iii  oder  gi  zusammenfallen,  liegen  im  Innern  (cfr.  I,  pag.  14); 
das  Bild  des  Punktes  g,-  sei  die  komplexe  Zahl  Z  =  Ai. 

2.  Die  V  Punkte  z  —  hi,  i  =  1,  2  , . . .  v  liegen  im  Innern 
(cfr.  II,  pag.  14);  das  Bild  des  Punktes  z  =  hi  sei  die  komplexe  Zahl 
Z=Bt. 

3.  Die  s  Punkte  z  =  gt,  t  =  1,  2  ,  . . .  s  liegen  im  Innern 
(cfr.  III,  pag.  15);  das  Bild  des  Punktes  e  —  gt  sei  die  komplexe 
Zahl  Z=  Ci. 

4.  Die  n  Punkte  -ff  =  t  =  1,  2  . . . .  /i  liegen  am  Rande 
des  Flächenstückes  (cfr.  IV,  pag.  15);  der  Winkel  an  der  Ecke  z  —  qt 

sei  ——p-ri  wo  a<  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  . . . .  2  •  («<  +  1)  ist;  das 

Bild  des  Punktes  z  =  qt  sei  die  reelle  Zahl  Z—Di. 
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5.  Die  Q  Punkte  e  =  hi,  i  =  1,  2  . . . .  g  liegen  am  Rande 
des  Flächenstückes  (cfr.  V,  pag.  17);  der  Winkel  der  Ecke  e  —  hi 

habe  die  Grösse  ^\  ^,  wo  ßi  eine  der  Zahlen  1,  2,  3  ....  (2  •  A,)  ist; 

das  Bild  des  Punktes  e  =  hi  ist  die  reelle  Zahl  Z.=  E(. 

6.  Die  o  Punkte  z  =  gt,  i=sl,2....o  liegen  am  Rande 
(cfr.  VI,  pag.  17);  der  Winkel  im  Punkte  g  =  g{  habe  die  Grosse 

 ;  das  Bild  des  Punktes  z  —  gt  sei  die  reelle  Zahl  Z=F{. 

7.  Wenn  der  Punkt  ^  =  oo  im  Innern  des  Flächenstückes  liegt, 
so  sei  die  komplexe  Zahl  Z=G  sein  Bild  (cfr.  VII,  pag.  18). 

8.  Liegt    =  00  V  mal  am  Rande  des  FlächenstQckes  (cfr.  VIII, 

pag.  18),  so  seien  die  Winkel  in  diesen  Punkten  — — ,  i  =  1,  2,  3  . . . .  v, 

n 

wobei  di  eine  der  Zahlen  1 ,  2,  3  ....  2  n  ist.  Das  Bild  derjenigen  Ecke 

ö  7t 

e  =  co    die  den  Winkel  — —  besitzt,  sei  die  reelle  Zahl  Z=Gi. 

n 

Um  die  drei  Fälle,  dass  =  oo  im  Innern,  oder  am  Rande, 
oder  auch  weder  im  Innern  noch  am  Rande  liegt,  auf  einmal  be- 
handeln zu  können,  setzen  wir 

a)  wenn    =  oo  im  Innern  liegt 

„      n  —  l,n  —  1  /^,v 

b)  wenn  e  =  co  v  mal  am  Rande  liegt 

c)  wenn  e  =  co  weder  im  Innern  noch  am  Rande  liegt 

iS  =  0.  (21c) 

G  und  G'  ebenso  Ai  und  Ai  u.  s.  w.  sollen  konjugiert  komplexe 
Zahlen  bedeuten. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

0i^,Z)    .  (22) 

^F(.,Z)-±.r  izhi^Z^^-t^iz^^^Z^i) 

+Zi\Z-C,^Z-Ci)   f^^Z-Di  j|j   2  'Z-Ei^^Z-F, 
so  hat  <P  (ir,  Z)  folgende  Eigenschaften: 
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a)  0  {e,  Z)  ist  fDr  keinen  endlichen  Wert  von  Z  anendlich; 

b)  <P  {z,  Z)  =  0  für  Z  =  00.  Ist  nämlich  ^  =  oo  das  Bild 
des  Punktes  a  —  c,  wobei  c  ein  gewöhnlicher  Punkt  der  Randkurve  (3) 
ist,  so  haben  wir  an  dieser  Stelle  die  Entwicklung 

mithin 
und 

Diese  Resultate  in  Gleichung  (22)  eingesetzt,  ergeben 

0  (e,  Z)  =  0,  wenn  Z  =  co  ist. 

\&i  Z=  CO  das  Bild  einer  im  Endlichen  liegenden  Ecke  =  c 
des  abzubildenden  FlächenstOckes  und  ist  y  -  n  der  Winkel  im  Punkte 
e  =  Cy  so  ist  nach  Schwarz 

folglich 

Zy+'  \Z) 

und 

^zl+^'^{'i)' 
Setzt  man  diese  Resultate  in  Qleichung  (22)  ein,  so  ergibt  sich 
wieder 

0  {z,  Z)  —  0,  wenn  Z  =  ao  ist. 

Ist  endlich  Z  =  co  das  Bild  des  Punktes  e  =  co  und  ist  d-n 
der  Winkel  des  Flächenstückes  im  Punkt    =  oo,  so  ist  nach  Schwarz 

folglich 
und 
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Dies  in  GleichuDg  (22)  eingesetzt,  ergibt  auch  in  diesem  Fall 
^{z,Z)  =  0. 

Um  das  Verhalten  der  Funktion  <P  {e,  Z)  für  Z=<x>  näher  zu 
diskutieren,  setzen  wir  nach  den  allgemeinen  Regeln  der  Funktionen- 
theorie Z  =  ~  und  entwickeln  die  Funktion  0  ^^f,  -^j  nach  Po- 
tenzen von  C- 

Da  bei  dieser  Transformation 

ist,  so  muss  für  Z  =      oder  C  =  0 

endlich  sein. 

Man  erhält: 

+  M](.-^-t-c-)+S(7--?i7-$-^') 

Hiebei  ist 

a)  für  e  =  <x>  im  Innern 

9'  _  (^-1)^  ,  (»  -  1)  C 
1  —  1  —  CG" 

b)  für  ;er  =  00  am  Rande 
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c)  für  ^  =  00  weder  im  Innern  noch  am  Rande 
S'  =  0. 

Entwickelt  man  - —   .     u.  s.  w.  in  eine  Potenzreihe  nach 
l  —  AiC 


so  erhält  man 


ist  endlich  für  C  =  0,  wenn 

2  -f  2|]x,  +2^^'  -  2)  -  2s  +2      -  1) 


<=1  »=1  i=l 


(22) 


+I]-ir-^-'^  +  ^  =  0  ist. 


Hiebei  ist 

a)  für  if  s=  00  im  Innern  tt  =  2  (w  —  l), 

V 

b)  für  -är  =  00  am  Rande  n  (Si  —  1), 

•=1 

c)  für  jg  =  CO  weder  im  Innern  noch  am  Rande  ji  =  0. 

Die  Gleichung  (22)  ist  die  notwendige  and  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  die  gestellte  Abbildungsaufgabe  auf  die  hier 
angegebene  Weise  gelöst  werden  kann.  Ist  die  Gleichung  (22)  nicht 
erfüllt,  so  ist  eine  andere  Betrachtung  nötig,  welche  an  Stelle  der 

Funktion  (log  £^')  die  Schwarz'sche  Funktion  {;2r,  Z}  setzt,  üeber 
diesen  Fall  werden  wir  uns  in  einem  eigenen  Aufsatz  Terbreiten. 

In  speziellen  Fällen  gelingt  der  Beweis,  dass  die  Gleichung  (22) 
thatsächlich  erfüllt  ist,  leicht. 

Ist  z.  B,  t  =  £!"  und  hat  die  Kurve  3.  Ordnung  der  t  Ebene 
keinen  Doppelpunkt,  so  hat  die  Kurve  der  0  Ebene  w  Aeste,  so  dass 
innerhalb  jeden  Astes  zwei  Brennpunkte  liegen  und  ausser  diesen 
noch  n  einfache  Brennpunkte  und  der  n  fache  Brennpunkt  g  =  0 
vorhanden  sind. 


1 


J 
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Die  abbildbaren  FlächenstÜcke  sind: 

a)  das  Innere  eines  Astes, 

b)  das  Aeussere  eines  Astes, 

c)  das  Aeassere  mehrerer  z.  B.  ZAeste. 

Im  Falle  a)  ist 

m  —  fi  =  Q  =  s==o  =  0\  r  —  2',  A,  =^g  =  l:  v  =  1;     =  1. 
Die  Bedingung  (22  a)  ist  also  erfüllt. 

Im  Falle  b)  ist 

m  =  ft  =  Q  =  s  =  a  =  0;  r  =  3n— 2;  A,  =  il^  =  . . . .  ilsM-z  =  1 ; 

^3»=!  ==  «• 
Die  Bedingung  (22  a)  ist  wieder  erfüllt. 

Im  Falle  c)  ist 

in  =  /i  =  e=s  =  o  =  0;  r  =  3n  —  21;  X^=X^  =  As»-2j-i  =  1; 

—      2di  =»2«  —  21. 
Auch  hier  ist  die  Bedingung  (22  a)  erfOllt. 

Ferner  ist  €>  {e,  Z)  für  reelle  Z  reell,  solange  e  ein  Punkt  des 
Randes  unseres  FlächeustQckes  ist,  denn  ^  (ir,  Z)  ändert  sich  nicht, 
wenn  -j-  »  mit  —  %  vertauscht  wird,  da  F  (e,  Z)  diese  Eigenschaft 
besitzt. 

Da  aber  eine  Funktion  von  Z,  die  für  keinen  Wert  von  Z 
unendlich  wird,  nach  den  Lehren  der  Funktionentheorie  konstant  ist, 
so  ist  <P  (f,  Z)  —  konstant.  Infolge  der  Eigenschaft  (b)  ist  die 
Konstante  =  0. 

Die  Abbildung  unseres  FlächenstQckes  der  e  Ebene,  das  von 
Kurve  (3)  begrenzt  wird,  auf  die  Halbebene  Z  ist  demnach  ver- 
mittelt durch  die  Differentialgleichung 

0  (ir,  Z)  =  0.  (23) 

Es  ist 

^  (log  {<p'{z))  •     -  i  •  ^  (log  R  {e)) 

m         r  t  fi  g  o 

1=1      .=1      .=1      •■=!      .=1  .=1 


Setzt  man 


•=i 

n,  =  n{iZ-cd{z-Gdi 


ferner 


n^  =  niz-D,r-\ 

n^  =  niz—Ei)  2  , 
•=i 

n„  =  n{Z-F,y, 


a)  wenn  j?  =  oo  im  Innern  liegt, 

77=  l(Z—  G)  {Z—  ö')]"-', 

b)  wenn  z  =  ao  v  mal  am  Rande  liegt, 

n  =  n  (Z  -  Gi)'''-\ 

c)  wenn  0  =  00  weder  im  Innern  noch  am  Rande  liegt, 

77=1, 

80  erhält  man  durch  zweimalige  Integration  das  Resultat: 

f ^ ^       •    ■  n  .n  ■  n-iz 

J  VR(e)  J  77,.77„  *      ^  ' 

Hierbei  sind       and       die  Integrationskonstanten. 
Da  B{z)  =  n[<p{_z)-ai-], 
so  ist  auch 


»>(*) 

C(p'  {e)'dz  _  r  dt 


4 


(25) 


26 


Das  scbliessliche  Resultat  lässt  sich  in  der  Form  schreiben 
<P(») 


dt 


Vit  -  c,)  {t  -  a,)  {t  —  a,)    -  aj 
°      .  (26) 


 r  Äj. 


/7.  • 

0 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ein 
elliptisches  Integral  ist,  wenn  die  Kurve  (1)  keinen  Doppelpunkt  be- 
sitzt. Dagegen  ist  die  linke  Seite  von  (26)  ein  durch  Logarithmen 
auswertbares  Integral,  wenn  Oj  =  =  a,  d.  h.  wenn  die  Kurve  (1) 
einen  Doppelpunkt  hat. 


III.  Kapitel. 

Setzen  wir  speziell  (p  {z)  =       so  ist  93'  {z)  =  n  '  e'*~^. 
In  der  t  Ebene  sei  zunächst  die  Kurve 

(v}  +  v^)-v  =  a^  (27  a) 

oder 

t*.t^  —  t't]=-  2ta»  (27b) 

gegeben. 

Diese  Kurve  hat  keinen  Doppelpunkt.  Sie  verläuft  in  der  ober- 
halb der  u  Achse  gelegenen  Halbebene  symmetrisch  gegen  die  v  Achse, 

während  die  reelle  Achse  die  Asymptote  bildet.  Bildet  man  für  diese 

3f  df 
Kurve  den  Ausdruck  — -,  so  ergibt  sich        =     —  2t  •  t^. 

Setzt  man  aus  (27  b)  den  Wert  fQr  t^  ein,  so  erhält  man 

If  =  Yt     _  Sia^y  (28) 

Die  Brennpunkte  der  Kurve  (27)  sind  also  die  Punkte 
t^  =  0;  <g  =  —  2ai;     =  a  (t  +  "^3);     =  a  (t  —  Vs). 

Die  Brennpunkte  t^,  t^  und  t^  liegen  auf  einem  Kreis  mit  dem 
Centrum  t  =  0  und  dem  Radius  2a,  teilen  die  Peripherie  desselben 
in  3  gleiche  Teile  und  zwar  liegt  t^  auf  der  negativen  v  Achse. 

Diese  Kurve  ist  in  Figur  1  zeichnerisch  dargestellte 
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Durch  die  Transformation  t  ==  e**  erhalten  wir  in  der  e  Ebene 
die  Kurve 

£r2"  .  irl  —     .  j?!«»  =  2 ia».  (29) 

Diese  Kurve  besteht  aus  n  Armen,  von  denen  jeder  zwischen 
zwei  Asymptoten  eingeschlossen  ist.  Die  2n  Asymptoten  gehen  alle 
durch  j?  =  0  und  bilden  miteinander  gleiche  Winkel. 

Für  n  —  2  siehe  Fig.  3  und  für  «  =  3  Fig.  5. 

Der  Punkt  jer  =  0  ist  ein  nfacher  Brennpunkt. 

Die  3  n  Brennpunkte  Yh,  Yt^  und  Y^i  Hegen  auf  einem  Kreis 
mit  dem  Radius  1/2  a  und  teilen  denselben  in  3n  gleiche  Teile. 
B(ji)  ist  in  diesem  Falle 

R(e)  =  ir--  (;^»-  — 8to»). 

Von  den  Fiächenstücken  der  e  Ebene,  welche  von  Kurve  (29) 
begrenzt  werden,  bilden  wir  die  wichtigsten  ab. 

I.  Wir  bilden  das  Innere  des  Flächenstückes  ab,  das  von  einem 
einzigen  Arm  der  Kurve  (29)  begrenzt  wird. 
Eis  ist  hier 

PI  =  fj,  =  Q  =  s  =  a  =  0\  r  =  2;  k^  =         l;  v  =  1;  ^,  =1. 

Die  Abbildung  des  genannten  Flächenstückes  auf  die  Halb- 
ebene Z  wird  nach  Gleichung  (26)  vermittelt  durch  die  Transformation 

r  =Ä'. .  r  ^  (30a) 

Wir  ordnen  dem  Punkte  e  —  oo  den  Punkt  Z=  oo  zu  und 
setzen  B^  =  1  -\-  i.  Dann  ist  infolge  der  Symmetrieverhältnisse  der 
g  Ebene  B^=  —  1  +  t   zu  setzen ;    femer  ist  ^1  =  1  —  i  und 

^2  =  —  1  —  t. 

(Z-  B,)  (Z-  B{)  (Z-  B,)  (Z  -  B2)  =  Z*  +  4. 
Die  Gleichung  (30  a)  geht  also  über  in 

fV-^^  =  K,  .  f-il-  +  Z,  (30b) 

0      ^  '  0  ' 

Der  dem  Punkt  Z  ==  B^  entsprechende  Brennpunkt  habe  die 
Koordinaten        und  y,,    wobei  a;,  +  ty^  einer  der   Werte  von 

VSia^  ist. 
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Die  Konstanten  und  berechnen  sich  aus  folgenden 
Gleichungen : 

0  0 

f ,         =  z,.  r^.i£=^  +  j^,.  (31b) 


II.  Wir  bilden  das  Aeussere  des  von  einem  Arm  der  Kurve  (29) 
begrenzten  Flächenstückes  auf  die  Halbebene  Z  ab. 
Es  ist 

m  =  fi,  =  Q  =  s  —  a  =  0',  r  =  3f»— 2;     =  ^  =  =^3,_2  =  1; 

Hierbei  sei  Z  =  ^sw-i  <Jas  Bild  des  Punktes  £r  =  0.  Femer 
ist  V  =  1;      =  2n  —  1. 

Die  Abbildung  führt  mithin  auf  die  Gleichung 

«" 

p  dt 
Jk<(/»  — Bio») 

0 

z  «-2  (32) 


=     •  I   g^^rg-  —  — —  V 

J  n[{Z-B,){Z-B\)-]^ 
0  <=i 


in.    Bilden  wir  noch  das  Flächenstück  ab,  das  von  samt- 
lichen Armen  der  Kurve  (29)  begrenzt  wird. 
Es  ist 

m  —  n  =  Q  —  a  =s  =  0;  r  =  n-f-l;  ;i,  =    =  ....  =  jl„  =  l; 

Xn^\  —  n. 

Dabei  sind  die  Punkte  Z  =  B^,   Bn  die  Bilder  der 

n  einfachen  Brennpunkte,  während  Z  ==  Bn+i  das  Bild  des  Punktes 
e  =  0  ist. 

Die  Abbildung  führt  nach  Gleichung  (26)   auf  die  Trans- 
formation 


—    29  — 


dt  


0 

n[{Z-Bt)(Z-Bd]^ 

0  i=l 


(33) 


Wir  betrachten  femer  in  der  ^  Ebene  die  Kurve 

u  •  (u>  +  v»)  +  a .  (m'  —  v»)  =  0,  (34a) 

oder 

+  <<J  +  a.(<*4- <!)  =  0.  (34b) 

Es  ist 

B(t)  =  t*-{t*—4at  —  4:a'). 

Die  Brennpunkte  der  Kurve  (34)  sind  also  die  Punkte 

=  2a  (1  —  1/2)  und     =  2a  (1  +  V2). 

Die  zusammenfallenden  Brennpunkte  ^,  =  ^,  =  0  geben  einen 
reellen  Doppelpunkt. 

Der  Winkel  der  Tangenten  im  Doppelpunkt  ist        Der  Brenn- 

punkt  ^,  liegt  innerhalb  der  Schleife,  der  Brennpunkt      liegt  rechts 
vom  Nullpunkt,  beide  auf  der  reellen  Achse.    Vergl.  Fig.  2. 
Die  Transformation  t  =      gibt  in  der  e  Ebene  die  Kurve 

flr»"  .     +     .      -j-  a  •  (ir»»  +  ^»)  =  0.  (35) 

Es  ist 

B  {s)  =  -er»-  •  (0^  —  4  ai(*  —  4  a»).  (36) 

Der  Punkt    =  0  ist  also  ein  2  w  facher  Punkt  der  Kurve  (35). 
Dieselbe  besitzt  ausserdem  2n  Brennpunkte,  von  denen  die  n  Punkte 


e  =  y2a  (l+y2)  ""«^      «  Punkte  0  =  [/2a  (1  1/2)  auf  je  einem 

Jk .  „ 

Kreis  liegen.  Die  Polarwinkel  dieser  2  n  Brennpunkte  sind  ■  ,  wenn 

Ä  =  0,  1,  2  ....  (2n  — 1)  ist. 

Für  n  =  2  siehe  Fig.  4  und  für  n  ==  3  Fig.  6.*) 

Von  den  vielen  hier  in  Betracht  kommenden  Abbildungen  gehen 

wir  die  wichtigsten  durch: 


')  In  den  Figurentafeln  sind  die  Brennpunkte  durch  *  gekennzeichnet. 
Aus  den  Figuren  4  und  6  ist  auch  für  den  allgemeinen  Fall  die  Lage  der 
Brennpunkte  leicht  ersichtlich. 
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I.  Wir  bilden  das  Innere  des  von  einer  Schleife  der  Kurve  (35) 
begrenzten  Flächenstöckes  ab.  Ein  Brennpunkt  liegt  im  Innern  des 
Flächenstückes,  während  der  Rand  im  Punkt  g  =  0  einen  Winkel 

von  der  Grösse  ^  enthält. 

Es  ist  also 

m  =  s~jLi  =  Q  —  0;  r  —  1;  A,  =  1;  o  =  l;  t,  =»i; 
£  =  oD  liegt  weder  im  Innern  noch  auf  dem  Rande. 

Die  Abbildung  führt  nach  Gleichung  (26)  auf: 
(-^£L=^=K,.(  +  K,.  (37a) 


Setzt  man  zur  Abkürzung 
dt 


so  ist 


0 


J"  =  — —  .  log 
2a  ^ 


4a<  —  4a* 


j^2 at  4- 1 


Setzt  man  femer 

a  =  (i?-,  —  B,) •  (F^  —  B\)  und  2ß^2F^-B^ 
80  geht  Gleichung  (37  a)  über  in 

2ai  +  »Ä*  -}-  y^a»  —  4oir"  —  4o> 


=4. 


+  )S  (Z-  F,)  4-  vT^-if,)(Z-i;i) 


Hiebei  sind  e  und  c'  die  Integrationskonstanten. 


(37b) 


II.  Bilden  virir  das  Aeussere  des  von  einer  Schleife  der  Kurve  (35) 
gebildeten  Flächenstückes  ab.  Hier  sind  (2n  —  1)  Brennpunkte  im 
Innern,  und  das  Flächenstück  hat  im  Punkte  e  =  (i  einen  Winkel 

von  der  Grosse  n  •  — ^ ,  während  jer  =  00  im  Innern  liegt. 
2n 

Es  ist  also 

m  —  s  =  iu,  =  Q  =  0;  r~  2n — 1;  A<=1;  o=l;  Tj  =  n. 
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Di«  Gleichung  (26)  gibt  das  Resultat 


JSii-l 


77  [(Z-BiXZ-Bi)]-  i .  [(Z-G){Z-G')'\—^-dZ 


(38) 


III.  Wir  bilden  das  Aeussere  des  von  sämtlichen  Schleifen  der 
Kurve  (35)  begrenzten  FlächenstQckes  ab.  Dies  enthält  n  Brenn- 
punkte im  Innern,  während  im  Punkte  £  =  0  n  Winkel  liegen  von 

der  Grösse  ^r—.    Der  Punkt  0  =  co  liegt  im  Innern  des  Flächenstückes. 
2n 

ICs  ist  also 

m  =  $  —  /ji~Q  =  0;  r  =  n;  A,  =  l;  a  =  «;  t,=  n. 
Aus  Gleichung  (26)  erhalten  wir  die  Abbildung 


z 

n[{z-B,){z~Bi)yH^z-G){z-Q')Y-''dz 

J=^K,-  I   ,  (39) 

n{z-F,) 


z 


«=1 


lY.  Betrachten  wir  in  der  i  Ebene  in  Fig.  2  das  Flächenstück, 

das  im  ersten  und  vierten  Quadranten  liegt,  von  der  Kurve  (34)  be- 

n 

grenzt  wird  und  im  Punkte  <  =  0  einen  Winkel  von  —  enthält. 

Dieses  Flächenstück  geht  durch  die  Transformation  t  —  e*  in  der 

z  Ebene  in  n  Flächenstücke  über,  von  denen  jedes  im  Innern  einen 

  n 

Brennpunkt  enthält,  im  Punkte     =  0  einen  Winkel  von  —  hat 

2n 

7t 

und  im  Punkte  e=  oo  einen  Winkel  von  —  besitzt.    Für  n  =  2 

n 

cfr.  Fig.  4  und  für  n  =  3  Fig.  6. 

Für  ein  solches  Flächenstück  ist 
m  =  «  =  ß=/*?=0;  r  =  l;     =1;  o  =  l;  Tj  =  n;  v  =  l;  d,  =  1. 

Die  Gleichung  (26)  ergibt  die  Abbildung 

T-K  CKZ~B,){Z-B[)-]-\-dZ 
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Setzt  man  wieder 

a^(F-B,)-(F,-B{) 

und 

2ß  =  2F,-B,-Bi, 

80  ergibt  sich  wie  oben  das  Resultat: 

2oi     ig*"  +  y g*"  —  jgjg^  —  4a* 
g** 

_   (40  b) 

{•g  4-  ^  (Z_  Fi^  +  y  (Z-  B,)  (Z-  ^i)1 

=  z=:j^^  J 

Y.  Betrachten  wir  in  der  t  Ebene  das  FlächenstQck,  das  links 

von  der  Kurve  (34)  liegt  (Fig.  2),  keinen  Brennpunkt  im  Innern 

  n 

enthält  und  im  Punkte  <  =  0  zwei  Winkel  von  der  Grösse  hat. 

Diesem  Flächenstück  entsprechen  in  der  g  Ebene  n  Flächenstücke, 



von  denen  iedes  im  Punkte  -er  =  0  zwei  Winkel  von  Grösse  ^  und 

-  2n 

  7* 

im  Punkte  g  =:  co  einen  Winkel  von  der  Grösse  —  besitzt. 

n 

Für  «  =  2  cfr.  Fig.  4,  für  n  =  3  Fig.  6. 
Für  ein  derartiges  Fläcbenstück  der  g  Ebene  ist: 
m=r  =  s  =  Q  =  fi  =  0;  o  =  2;  t,  =  Tj  =  n;  v=l;  <5j  =  l. 

Die  Gleichung  (26)  gibt  in  diesem  Fall 

J  V{Z-B,)  (Z-B{)  {Z-B,)  {Z-B',) 

0 

VI.  In  der  /  Ebene  (Fig.  2)  haben  wir  endlich  ein  Flächen- 
stück, das  von  der  Kurve  (34)  mit  Ausnahme  der  Schleifen  begrenzt 
wird.    Dasselbe  enthält  einen  Brennpunkt  im  Innern  und  im  Punkte 

t  =  0  einen  Winkel  von  ^r"-   i^'es  FlächenstOck  ergibt  in  der  g  Ebene 

n  Fiächenstücke,  von  denen  jedes  einen  Brennpunkt  im  Innern  hat 

und  im  Punkte  g  =  0  einen  Winkel  von  -jr—  besitzt,  während  im 

71  2^ 

Punkte  g  =  CO  ein  Winkel  von  —  vorhanden  ist  (vgl.  wieder  Fig.  4 

n 

und  6). 


-    83  — 

Für  ein  solches  Flachenstfick  der  s  Ebene  ist 
m  =  Ä  =  yu  =  e  =  0;  r  =  l;  A,=  l;  o=l;  t,  =  «;  v=1;  <J,  =»1. 
Die  Gleichung  (26)  ergibt  die  Transformation: 

J=^..jK£=m^Z^L££+J,..  (42a) 

0 

Bei  Anwendung  der  obigen  Bezeichnungsweise  ergibt  (42  a)  das 
Resultat: 

2ai  +      +  V-e*"  —  Aaz"  —  4a* 


Nach  Vorgang  der  im  III.  Kapitel  durchgeführten  Beispiele  ist 
es  leicht,  andere  hieher  gehörige  Abbildungen  vollständig  durch- 
zufahren. 

Um  den  Verlauf  der  Kurven  in  der  t  und  s  Ebene  zu  illu- 
strieren, gibt  Fig.  1  die  Kurve  (27) 

—  t  -  t\  —  2a*i, 

und  Fig.  2  die  Kurve  (34) 

t*t,^it\^a'{i}  +  t\)  =  (i. 

Diese  beiden  Kurven  sind  durch  t  —  e^  in  die  e  Ebene  trans- 
formiert, so  dass  Fig.  3  die  Kurve 

und  Fig.  4  die  Kurve 

.     4-     •  <rl  +  a  (j5*  +  irj)  =  0 

darstellt. 

Die  Kurven  (27)  und  (34)  sind  ferner  durch  t  =  ß*  in  die 
«Ebene  transformiert. 

Fig.  (5)  gibt  die  Kurve 

— ;er».^  =  2a»t 

und  Fig.  6  die  Kurve 

ir« .    H-     .    4-  a .  (*•  4-  *!)  =  0. 

5 


—    34  — 

Um  den  Fall  zu  illustrieren,  dass  q>  {e)  Terschiedene  Wurzeln 
besitzt,  setzten  wir  noch 

^  =  ^3  _  1 

oder 

Fig.  7  gibt  die  Kurve 

{z*  —  1)»  {_z\—\)  —  {i^,  —  1)»      —  1)  =  2a»i 
und  Fig.  8  die  Kurve 

(^»-l)».(^-l)  +  (^9-l)W-l)»  +  a(ir«-l)«  +  a(£l-l)»  =  0. 

In  den  Figurentafeln  sind  die  zu  den  Brennpunkten  (mit  *  be- 
zeichnet) gehörigen  Radien  vectores  des  Raumes  halber  kleiner  ge- 
zeichnet. 


Berichtigang:    pag.  19  in  der  10.  Zeile  von  unten  ist  statt  .die 
V  Punkte  »  =  1^,  t  =  1,  2  v*  zu  lesen  ,die  r  Ponkte  z  =  hi,  t  =  1,  2  r*. 
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